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nal da Monografia devidamente corrigida

e defendida por Larini Rosa Inácio e

aprovada pela comissão julgadora.

Ituiutaba, xx de xxxxxx de 2010.

Prof. Msc. Germano Abud de Rezende

Monografia apresentada a Faculdade de

Ciências Integradas do Pontal, UFU

como requisito parcial para obtenção do

t́ıtulo de Licenciada em Matemática.
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RESUMO

Neste trabalho, fazemos um estudo das frações cont́ınuas simples, que são expressões

do tipo

a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

a3+
1

...

onde a0 é um número inteiro e a1, a2, a3, ... são números inteiros positivos. Um resul-

tado importante é que qualquer número real pode ser escrito como uma fração cont́ınua

e, se o número for racional a expansão é finita, isto é, ak = 0 para k suficientemente

grande. Frações cont́ınuas fornecem as ”melhores” aproximações racionais para números

irracionais. As frações cont́ınuas infinitas representam números irracionais, neste caso a

representação pode ser periódica ou não. A teoria tem várias aplicações na análise, na

teoria da probabilidade, na teoria de números e também nas ciências aplicadas. Desen-

volvemos um estudo das propriedades das frações cont́ınuas, alguns resultados importantes

e algumas aplicações, destacando a equação de Pell, e as equações diferenciais ordinárias

de 2a ordem.
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Introdução

Frações cont́ınuas é um tópico de extrema importância emMatemática tendo aplicações

nas suas diversas áreas e em outras áreas do conhecimento. Entretanto a teoria é pouco

difundida e as frações cont́ınuas raramente aparecem nas grades curriculares.

Objetivo

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo mais detalhado da Teoria das Frações

Cont̀ınuas e divulgar os resultados estudados, apresentando várias aplicações nos vários

ramos da Matemática e outras áreas do conhecimento.

Estrutura dos Tópicos Apresentados

O presente trabalho está dividido da seguinte maneira:

• No caṕıtulo 1,

• No caṕıtulo 2,

• No caṕıtulo 3

1



CAPÍTULO 1

Frações Cont́ınuas Finitas

Define-se uma fração cont́ınua finita simples da seguinte forma:

a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

a3+
1

... 1

an−1+
1
an

onde a0 é um inteiro e a1, . . . , an inteiros estritamente positivos. Eles são denominados

denominadores parciais ou quocientes parciais. Iniciemos com um exemplo.

Exemplo 1.1. Vamos encontrar o máximo divisor comum de 81 e 82 pelo processo das

divisões sucessivas.

81 = 2× 32 + 17

32 = 1× 17 + 15

17 = 1× 15 + 2

15 = 7× 2 + 1

2 = 2× 1 + 0

Portanto, (81, 32) = 1, onde 1 é o último resto não nulo na sequência de divisões

sucessivas. Como consequência destas igualdades, podemos reescrever as equações acima

adequadamente:

2



CAP. 1 • FRAÇÕES CONTÍNUAS FINITAS 3

81
32

= 2×32
32

+ 17
32

= 2 + 17
32

32
17

= 1×
17

+ 15
17

= 1 + 15
17

17
15

= 1×15
15

+ 2
15

= 1 + 2
15

15
2
= 7×2

2
+ 1

2
= 7 + 1

2
2
2
= 2×1

2
+ 0 = 1 + 0

Assim substituindo as equações necessárias teremos:

81

32
= 2 +

17

32
= 2 +

1
32
17

= 2 +
1

1 + 15
17

= 2 +
1

1 + 1
17
15

=

= 2 +
1

1 + 1
1+ 2

15

= 2 +
1

1 + 1
1+ 1

15
2

= 2 +
1

1 + 1
1+ 1

7+1
2

Dizemos que esta última expressão é a fração cont́ınua simples que representa o número

racional 81
32
. A notação usada para simplificar tal expressão é [2, 1, 1, 7, 2], onde cada

número corresponde aos quocientes parciais da fração.

Após tal exemplo, um fato que podemos questionar é se existe uma fração cont́ınua

finita simples para todo número racional. A resposta para tal questionamento, é sim.

Vejamos o teorema a seguir:

Teorema 1.2. Todo número racional pode ser escrito como uma fração cont́ınua finita

simples.

Demonstração. Seja a
b
(b > 0) um racional qualquer. Aplicando o Algoritmo de Euclides

para o cálculo do máximo divisor comum entre a e b, teremos:

a = a0b+ r1, 0 < r1 < b

b = r1.a1 + r2, 0 < r2 < r1

r1 = r2.a2 + r3, 0 < r3 < r2
. . .

rn−2 = rn−1.an−1 + rn, 0 < rn < rn−1

rn−1 = rn.an + 0

Onde todo resto rk é um inteiro positivo e a1, . . . , an todos positivos. Reescrevendo as

equações do algoritmo acima adequadamente, obtemos:
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a
b
= a0 +

r1
b
= a0 +

1
b
r1

b
r1

= a1 +
r2
r1

= a1 +
1
r1
r2

r1
r2

= a2 +
r3
r2

= a2 +
1
r2
r3

. . .
rn−1

rn
= an

Fazendo as substituições necessárias, sucessivamente, a partir da primeira equação, temos:

a
b
= a0 +

1
a1+

1

a2+
1

a3+
1

... 1

an−1+
1
an

Observação 1.3. Notemos que:

1. Os denominadores parciais das frações cont́ınuas são exatamente os mesmo quo-

cientes obitidos nas divisões sucessivas dos Algoritmo de Euclides.

2. A representação de um número racinal como uma fração cont́ınua finita simples não

é unica. Se an > 1, podemos modificar o último termo da seguiente forma:

an = (an−1) + 1 = (an−1) +
1

1

Por exemplo,

2 +
1

1 + 1
1+ 1

7+1
2

= 2 +
1

1 + 1
1+ 1

7+ 1

1+1
1

3. Quando a > 0e b > 0, sendo |a| > |b|, todos os a′is serão inteiros positivos.

4. Quando a < 0e b > 0, sendo |a| < |b|, o denominador parcial a0 será um interio

negativo, e os demis são inteiros positivos

5. Quando |a| < |b|, temos na representação da fração cont́ınua, o primeiro denomi-

nador parcial será 0. Então a respresentação é dada por [0, a1, . . . .an].

Exemplo 1.4. Vamos escrever o quociente entre dois números de Fibonacci consecutivos

(fn+1, fn).

Observação: A sequência de Fibonacci é definida pela fórmula de recorrência:
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fn+1 = fn + fn−1, n ≥ 1

f0 = f1 = 1

Assim teremos que 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 . . . são termos desta sequência.

Solução: Aplicando o Algoritmo de Euclides à fn+1 e fn teremos n− 1 equações que se

seguem:

fn+1 = fn + fn−1

fn = 1.fn−1 + fn−2
...

f4 = 1.f3 + f2

f3 = 2.f2 + 0 = f − 1 + f − 2, pois f1 = f2

Assim a representação do quociente entre dois números de Fibonacci consecutivos é

dada por:

fn+1

fn
= [1, 1, 1, . . . , 1, 2] = [1, 1, 1, . . . , 1, 1, 1]

, onde o inteiro 1 aparece n vezes e n+1 vezes respectivamente. Então a fração cont́ınua
fn+1
fn

é fácil de ser descrita, pois tem n denominadores parciais iguais a 1.

1.1 Convergentes

Como demostramos anteriormente, qualquer número racional pode ser escrito sob a forma

de uma fração cont́ınua simples.
c
q
= [a1, a2, . . . , an] onde a1 é um inteiro e a2, . . . , an são interios positivos. Considere-

mos as frações:

c1 =
a1
1
, c2 = a1 +

1

a2
, c3 = a1 +

1

a2 +
1
a3

, . . .

obtidas pela expansão das frações cont́ınuas: [a1], [a1, a2], [a1, a2, a3].



CAPÍTULO 2

Frações Cont́ınuas Infinitas

Até agora obtivemos a representação de números racionais somente através das frações

cont́ınuas finitas. Porém, uma das utilidades da teoria de frações cont́ınuas finitas é achar

valores aproximados de números irracionais. Para apresentarmos tais aproximações é

necessário apresentarmos algumas noções sobre frações cont́ınuas infinitas: Se ao, a1, . . . . . .

é uma sequência infinta de inteiros, todos positivos, com exceção do ao que pode ser um

inteiro positivo ou negativo, então temos que a expressão:

a1 +
1

a2 +
1

a3+
1

a4+
...

mais simplismente denotada por [a0, a1, . . .] é chamada de fração infinita cont́ınua sim-

ples. Observe que o convergente Cn = [an, a1, . . . . . . , an], com n ≥ 0, é definido para

cada fração cont́ınua finita. Parece razoável então definir o valor da fração cont́ınua in-

finita [a0, a1, . . .], sendo o limite da sucessão de núemros racionais Cn, com n tendendo

ao infinito, se este limite existir. Este limite não só existe, mas é sempre um número

irracional. Vendo isto, notamos que as fórmulas obtidas para frações continuas finitas são

válidas para frações cont́ınuas infinitas.Uma das relações válidas é a cadeia infinita de

desigualdades dos convergentes.

C0 < C2 < C4 < . . . . . . < C2n < . . . . . . < C2n+1 < . . . . . . < C5 < C3 < C1

6
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Os convergentes pares formam uma sequência crescente, com valores menores que o

segunto convergente C1. O limite α de cada convergente par será maior que o próprio

convergente. Já os convergentes ı́mpares formam uma sequência decrescente, com valores

maiores que o primeiro convergente C0. O limete α’ de cada convergente ı́mpar será menor

que o próprio.



CAPÍTULO 3

Aplicações

3.1 A Equação de Pell

Nesta seção, estudaremos os tipos de bifurcações órbitas periódicas simétricas próximas

da origem para o sistema reverśıvel em ressonância não semi-simples 1 : 1 : 1. Consider-

amos A como um bloco de Jordan de dimensão 3, visto que, caso contrário, ele será de codi-

mensão maior do que 2. Em coordenadas complexas, considere V = {z| z = (z1, z2, z3)},

8
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Figura 3.1: Ressonância não Semi-simples 1:1:2, a1, b1, c1, c4 > 0.

3.2 Equações Diferenciais de 2a Ordem
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