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RESUMO

Neste trabalho, fazemos um estudo das fragoes continuas simples, que sao expressoes

do tipo

a
1—f_t12+ L

P —

onde ag é um numero inteiro e aq, as, as, ... s20 numeros inteiros positivos. Um resul-
tado importante é que qualquer ntimero real pode ser escrito como uma fracao continua
e, se o numero for racional a expansao é finita, isto é, a;, = 0 para k suficientemente
grande. Fragoes continuas fornecem as "melhores” aproximacgoes racionais para nuimeros
irracionais. As fragoes continuas infinitas representam nimeros irracionais, neste caso a
representacao pode ser periddica ou nao. A teoria tem varias aplicacoes na andlise, na
teoria da probabilidade, na teoria de ntimeros e também nas ciéncias aplicadas. Desen-
volvemos um estudo das propriedades das fragoes continuas, alguns resultados importantes
e algumas aplicacoes, destacando a equacao de Pell, e as equagoes diferenciais ordindrias

de 2% ordem.
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Introducao

Fragoes continuas é um tépico de extrema importancia em Matematica tendo aplicagoes
nas suas diversas areas e em outras areas do conhecimento. Entretanto a teoria é pouco

difundida e as fragdes continuas raramente aparecem nas grades curriculares.

Objetivo

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo mais detalhado da Teoria das Fragoes
Continuas e divulgar os resultados estudados, apresentando varias aplicacoes nos varios

ramos da Matemaéatica e outras areas do conhecimento.

Estrutura dos Tdépicos Apresentados

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:
e No capitulo 1,
e No capitulo 2,

e No capitulo 3



CAPITULO 1

Fracoes Continuas Finitas

Define-se uma fragao continua finita simples da seguinte forma:

N 1
ao
1
R e — —
M ——— T
' 1
anfl"'ﬁ
onde ag é um inteiro e aq,...,a, inteiros estritamente positivos. Eles sao denominados

denominadores parciais ou quocientes parciais. Iniciemos com um exemplo.

Exemplo 1.1. Vamos encontrar o mazximo divisor comum de 81 e 82 pelo processo das

divisoes sucessivas.

81 =2x32+4+17
32=1x17+15

17=1x15+2
15=7Tx2+1
2=2x14+0
Portanto, (81,32) = 1, onde 1 € o dltimo resto ndo nulo na sequéncia de divisées

sucessivas. Como consequéncia destas igqualdades, podemos reescrever as equagoes acima

adequadamente:



CAP.1 ¢ FRACOES CONTINUAS FINITAS

81 _ 2x32 | 17 _ 17
B @ Tmo 2t
32 _ 1x 4 15 _ 14 15
r= =l
17 _ 1x15 | 2 2
5= 15 tis= LT
B _7x2 1 _ 7,1
y =5 T3=T1+3
2
2

=2140=1+0

Assim substituindo as equacoes necessdrias teremos:

81 17 1 1 1
=2t =2+tgmg =2+t =2+ 1=
32 32 T, 1+ 1+¥
1 1 1
+1+% +1+§ +1+ﬁ

Dizemos que esta ultima expressio € a fra¢ao continua simples que representa o niumero
racional %. A notagao usada para simplificar tal expressao € [2,1,1,7,2], onde cada

numero corresponde aos quocientes parciais da fra¢ao.

Apos tal exemplo, um fato que podemos questionar € se existe uma fracao continua
finita simples para todo numero racional. A resposta para tal questionamento, é sim.

Vejamos o teorema a seguir:

Teorema 1.2. Todo niumero racional pode ser escrito como uma fragao continua finita

stmples.

Demonstragdo. Seja §(b > 0) um racional qualquer. Aplicando o Algoritmo de Euclides

para o calculo do maximo divisor comum entre a e b, teremos:

a=ab+r,0<r <b
b:Tl.CL1+T2,0<T’2 <T

1 :7“2.(12+T3,0<7“3 < Ty

Thn—2 = Tp_1.Gp—1 + Tn, 0< Tn < Th-1

Tne1 = Tn.G, + 0

Onde todo resto r; é um inteiro positivo e aq,...,a, todos positivos. Reescrevendo as

equacoes do algoritmo acima adequadamente, obtemos:



1
:a()‘i‘%:ao‘i‘z
:a1+%:a1+

—:a2+:—2:a2+

3
S 3
w‘ml’—‘w‘r—tl""

Fazendo as substituicoes necessarias, sucessivamente, a partir da primeira equagao, temos:

a __
b_a0+a1+ 11

¢l2+a3+—1

Observacao 1.3. Notemos que:

1. Os denominadores parciais das fragoes continuas sao eratamente 08 MesSMo quo-

cientes obitidos nas divisoes sucessivas dos Algoritmo de Fuclides.

2. A representacdo de um niumero racinal como uma fragcao continua finita simples nao

é unica. Se a, > 1, podemos modificar o ultimo termo da sequiente forma:

1
apn = (an—l) +1= (an—l) + I

Por exemplo,

2+ ! =2+ !
1+1 11 B 1++
+tooT B

3. Quando a > 0e b > 0, sendo |a| > |b], todos os als serao inteiros positivos.

4. Quando a < 0e b > 0, sendo |a| < |b|, o denominador parcial ay serd um interio

negativo, e os demis sao inteiros positivos

5. Quando |a| < |b|, temos na representac¢ao da fragao continua, o primeiro denomi-

nador parcial serd 0. Entao a respresentacao € dada por [0, aq, ... .ay].

Exemplo 1.4. Vamos escrever o quociente entre dois nimeros de Fibonacci consecutivos
(fn+17 fn) .

Observagao: A sequéncia de Fibonacci € definida pela formula de recorréncia:
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fn+1 - fn+fn—17n Z 1
fo=hH=1

Assim teremos que 1,1,2,3,5,8,13... sao termos desta sequéncia.
Solugao: Aplicando o Algoritmo de Euclides a f,11 € f, teremos n — 1 equagoes que se

sequem:
fn+1 = fu + fao1
fn = 1-fn71 + fnf2
fai=1fs+ f

J3=2fa+0=f—1+f—2, pois fi = fs

Assim a representacao do quociente entre dois miumeros de Fibonacci consecutivos €

dada por:

f’}“ =[1,1,1,...,1,2] =[1,1,1,...,1,1,1]
, onde o inteiro 1 aparece n vezes e n+1 vezes respectivamente. Entao a fracao continua
fn+1

¢ facil de ser descrita, pois tem n denominadores parciais iguais a 1.

In

1.1 Convergentes

Como demostramos anteriormente, qualquer nimero racional pode ser escrito sob a forma

de uma fracao continua simples.

5 = [ay,as,...,a,| onde a; é um inteiro e as, ..., a, sdo interios positivos. Considere-
mos as fragoes:
ai
C1 :—,02:a1—|——,03:a1—|——1,...
1 asg as + o

obtidas pela expansao das fragoes continuas: [a1], [a1, as], [a1, ag, as].



CAPITULO 2

Fracoes Continuas Infinitas

Até agora obtivemos a representacao de niimeros racionais somente através das fracoes
continuas finitas. Porém, uma das utilidades da teoria de fracoes continuas finitas é achar
valores aproximados de numeros irracionais. Para apresentarmos tais aproximagoes é
necessario apresentarmos algumas nocoes sobre fragoes continuas infinitas: Se a,, aq,......
¢ uma sequencia infinta de inteiros, todos positivos, com exce¢ao do a, que pode ser um

inteiro positivo ou negativo, entao temos que a expressao:

n 1
ai
1
a
2 + azt—1
ag+

mais simplismente denotada por [ag,ay,...] é chamada de fragao infinita continua sim-
ples. Observe que o convergente C,, = [a,,ay,...... , ], com n > 0, é definido para

cada fracao continua finita. Parece razoavel entao definir o valor da fracao continua in-
finita [ag, ai,...], sendo o limite da sucessdo de niemros racionais C,, com n tendendo
ao infinito, se este limite existir. Este limite nao sé existe, mas é sempre um numero
irracional. Vendo isto, notamos que as férmulas obtidas para fragoes continuas finitas sao
validas para fragoes continuas infinitas.Uma das relacoes validas é a cadeia infinita de

desigualdades dos convergentes.

Co<Cy<Cy<. ... .. <Coy, < ...... <Copnp1 < .ovvn.. <(Cy<Cy3<Cy
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Os convergentes pares formam uma sequéncia crescente, com valores menores que o
segunto convergente . O limite o de cada convergente par serd maior que o proprio
convergente. Ja os convergentes impares formam uma sequéncia decrescente, com valores
maiores que o primeiro convergente Cy. O limete o’ de cada convergente impar serd menor

que o préprio.



CAPITULO 3

Aplicacoes

3.1 A Equacao de Pell

Nesta secao, estudaremos os tipos de bifurcacoes orbitas peridédicas simétricas proximas
da origem para o sistema reversivel em ressonancia nao semi-simples 1 : 1 : 1. Consider-
amos A como um bloco de Jordan de dimensao 3, visto que, caso contrario, ele sera de codi-

mensao maior do que 2. Em coordenadas complexas, considere V' = {z| z = (21, 29, 23) },
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CAP. 3 ¢ APLICACOES
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Figura 3.1: Ressonancia nao Semi-simples 1:1:2; aq, by, ¢y, ¢4 > 0.

3.2 Equacoes Diferenciais de 2 Ordem
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